| Suites

1. Rappels sur les suites

A. Différentes facons de définir une suite

Définition 4.1 Une suite numérique peut étre définie :
o Soit de fagon explicite, ou on a une “formule” qui, pour chaque n € N donne directement w,,
e Soit par récurrence, ol on donne le premier terme (par exemple ug), et une formule qui permet
de calculer chaque terme en fonction du précédent : u,,,1 en fonction de w,,

Exercice 4.1 Vérifiez, quitte a vous référer a des tutoriels vidéo en ligne, que vous savez utiliser votre
calculatrice pour étudier des suites. A la calculatrice (ou a la main), donnez les cing premiers termes des
suites suivantes :

e Calculer les cing premiers termes de la suite définie par :v,, = 2+2
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B. Sens de variation d’une suite

Définition 4.2 La plupart des suites ne sont pas monotones, cependant :
Une suite est dite croissante ssi Vn € N u, 11 > uy,

décroissante ssi Vn € N, u, 11 < Uy,

stationnaire ssi Vn € N u, 11 = u,.
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Méthode Pour les suites a termes positifs.
Attention, on donne ces stratégies a titre indicatif : une suite peut sembler "étre fabriquée a partir de + et
de —7, et pourtant c’est “Z—jf qu’il faudra calculer pour trouver son sens de variation, et inversement...

Si le résultat est positif,
la suite est croissante

la suite est plutdt construite Calculer
a partir de + et de - ::> Upt1 — Un

Si le résultat est négatif,
la suite est décroissante

Sile résultat est > 1,
la suite est croissante

la suite est plutét construite Calculer
a partir de xetde + ::> Unt1/Un

Sile résultatest < 1,
la suite est décroissante

Exercice 4.2 Par le calcul, a I'aide la méthode ci-dessus, dire si les suites proposées sont croissantes,
décroissantes, ou ni I'un ni 'autre (dans ce cas on dit que la suite n’est pas monotone) :
o u, =(1,5)"

Il est toujours raisonnable de tracer la suite sur sa calculatrice pour vérifier ses résultats.

C. Suites arithmétiques, suites géométriques

Suites arithmétiques Suites géométriques

Vn € N,upy1 = up + 17 Vn € Nyupr1 = q X up
raison r raison ¢

Up =Ug+ N XT Up = Ug X q"

Y= N x premier terme ;— dernier terme = premier terme X 1—_q
N= nbre de termes N= nbre de termes

Exercice 4.3 Pour chaque situation ci-dessous, indiquer si elle peut étre modélisée par une suite
arithmétique ou géométrique, et donner la définition de u,, (ug = ... €t upy1 = ...).

1. Le loyer de Mathilde augmente de 50 euros a chaque fin d’année.




2. Limites de suites

A. Définition

n tend vers l'infini”).

n

n—-+oo

n—

Définition 4.3 La limite d’'une suite traduit son comportement "quand n devient trés grand” (on dit "quand

e La plupart des suites ont un comportement trés "désordonné”, on dit qu’elles divergent.
e Si la valeur de u, quand n tend vers l'infini devient trés grande sans “plafonner”, on dit que
updiverge vers +oo. On note lirf Uy, = ~+00.
—+o0

e Si la valeur de u,, quand n tend vers l'infini devient trés grande en négatif sans “plafonner”, on dit

que u,, diverge vers —oo. On note lim wu, = —oc.

e Si la valeur de u,, quand n tend vers l'infini se rapproche de plus en plus d’'un nombre réel fini ¢,

on dit que la suite converge vers /. On note lirf Up = £.

Suite divergente (DV) Suite DV Suite DV Suite convergente (CV)
lim w, = +oco lim w, = —oc0 lim w, =/
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Exercice 4.4 En tragcant les termes des suites ci-dessous sur votre calculatrice, conjecturer si elles
convergent, divergent, et leur limite éventuelle.
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B. Calcul de la limite d’une suite convergente

Propriété 4.1 Limite des suites de référence. Pour k > 1,0n a :
e lim n=+00
n—-+oo
e lim n?=+4c
n—-+oo
e lim nf =400
n—-+oo
e lim = 400
n—-+oo \/> +
e lim 1=
n—-+oo
e lim
n——+oo
e lim
n—-+oo
e lim =400
n—-+oo \/> +
e lim L =0
n—+oo vn

3 2

=0
=0
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L’idée générale, méme si ceci n’est pas une formulation rigoureuse, est de considérer que % = 00 et que é =0

(voir la courbe de la fonction inverse).

Dans les tableaux suivants, £ et £’ sont des nombres réels finis. Ces tableaux résument les propriétés a
connaitre sur les sommes, produits et quotients de limites de deux suites u et v.

Lorsque les cases contiennent "F.I” | il s’agit d’une forme indéterminée : cela ne signifie pas que la suite n’a
pas de limite mais qu’on ne peut pas conclure (cela dépend des cas).

Ces propriétés sont valables pour des limites en 400, en —oo ou en a. Lorsque les cases contiennent < F.I. >, il
s’agit d’une forme indéterminée : on ne peut pas conclure (¢a dépend des cas).

Limite d’une somme

Si w a pour limite ¢ L l -+00 —00 +00
et si v a pour limite A +00 —00 +00 —00 —00
alors, u + v a pour limite L+ 0 400 —00 400 —00 F.I.
Exercice 4.5 Déterminer par le calcul les limites des suites (lorsque c’est possible) :
o u, =n?>+n
o u,=n>+1
® U, = —n3 4+ n?
Limite d’un produit
Si u a pour limite / {>0 £>0 (<0 <0 +o00 400 —00 0
et si v a pour limite A +o00 —00 400 —00 400 —00 —00 Fo00
u X v a pour limite £x 400 —00 —00 400 400 —00 400 F.I.
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Exercice 4.6 Déterminer par le calcul les limites des suites (lorsque c’est possible) :
o u, =n?xn

Limite d’un quotient avec un dénominateur de limite non nulle

Si u a pour limite l 12 400 +00 —00 -0 +o0
et si v a pour limite 0 #£0 +o0 >0 <0 ¢ >0 <0 +o00
= a pour limite Zi‘, 0 +00 —00 —00 +00 F.L

Exercice 4.7 Déterminer par le calcul les limites des suites (lorsque c’est possible) :
91
® U, = AL

Limite d’un quotient avec un dénominateur de limite nulle

Si u a pour limite ¢ >0 ou +oo £ >0 ou +oo £ <0ou—oco £ <0ou—oco
et si v a pour limite | 0 en restant positive | 0 en restant négative | 0 en restant positive | 0 en restant négative
= a pour limite +00 —00 —00 400

Exercice 4.8 Déterminer par le calcul les limites des suites (lorsque c’est possible) :
21
° u, =

=

Les cas de formes indéterminées sont au nombre de quatre :
® 00— 00

e 0 X o0

[ ]

[ ]

<813

Pour calculer une telle limite, il faut souvent transformer ’écriture algébrique de u,, et utiliser un théoreme
comme ceux étudiés dans la suite de ce chapitre.
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Limite d’un polynéme, d’une fraction rationnelle

Propriété 4.2 Soit » une suite définie par u,, = f(n) avec f une fonction polynomiale :

f(@) = apa? + ap_12P7 4+ ...+ a1z + ag

Alors la limite de la suite u lorsque n tend vers +oco est la limite de (a,n?) lorsque n tend vers +oo. (On
dit que sa limite est celle de son terme de plus haut degré).

Exemple 4.1 Soit u la suite définie sur N par u,, = 3n® — 6n* — 25n® — 36n? +3n+1.0Ona:

lim u, = lim 3n° =400
n——+oo n——+4oo

Exercice 4.9 reprise d’une F.I. précédente u,, = —n? + n?

Exercice 4.10 Soit « la suite définie sur N par u,, = 2n® — 15n2 + 3n. Etudier la limite de la suite u lorsque n
tend vers +oo.

Iy f : Lgy _ apnPHap_1nP 4. . taintag P
Propriété 4.3 Soit u une suite définie par u, = 7= =55, n 10, - L@ limite lorsque n tend vers

P
apn

~+oo de u,, est la limite du quotient simplifié bona
On dit que la limite de u est la limite du quotient simplifié des termes de plus haut degré.

. . 7 e . 27
Exemple 4.2 Soit v |a suite définie sur N par v,, = % On a alors :
2
lim v, = lim 32 = lim 3 =0
n—-+00 n—+4oo ™ n—+4oo ™

Exercice 4.12 Soit u la suite définie sur N par u,, = % Etudier la limite de la suite u lorsque n tend
vers +oo.
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C. Limites et inégalités : théoremes de comparaison

Propriété 4.4 Soient (u,,) et (v,,) deux suites telles qu’a partir d’'un certain rang, w,, < vy.
Alors si lixf u, = +00, alors llff v, = +00.

n—

12

10

Exercice 4.13 Soient v, = n + cos (n) etu, =n — 1.
1. Déterminer lirf Up,.

Propriété 4.5 Soient (u,,) et (v,,) deux suites telles qu’a partir d’'un certain rang, u,, > vy.

Alors si lim wu, = —oo, alors lim v, = —cc.
n—-+00 n— 400

Faire un exemple de figure correspondante :
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Exercice 4.14 Soient v, = cos (n?) —netu, =1—n.

1. Déterminer lim wu,.
n—-+oo

3. En déduire lim wv,.
n—+o00

Propriété 4.6 Théoréeme des gendarmes Soit (v,,) une suite dont on souhaite déterminer la limite ¢. Si
on arrive a trouver deux suite (u,) et (w,) qui tendent vers ¢ (ce sont les "gendarmes”) et telles qu'a
partir d’'un certain rang (v,,) soit "coincée” entre (u,,) et (w,,) (c’est-a-dire u,, < v, < wy),

Alors lim n, =/¢.

n—-+oo

u, v, Wy
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Exercice 4.15 On considére la suite v,, = m(;ig“)
1. Justifier que pour tout n, =3 < v, < 5.
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3. En déduire lim wv,.
n—-+oo

D. Limites de suites arithmétiques, de suites géométriques

Propriété 4.7 La limite d’une suite arithmétique (r # 0) est :
e +00 Si la raison r est positive
e —oo Si la raison r est négative

Propriété 4.8 La limite d’une suite géométrique (¢ # 1) est :
e +toosig>1
e 0si—1 < ¢ <1 (on peut aussi écrire |g| < 1)
e non définie si ¢ < —1 (la suite diverge voire "explose” si ¢ < —1)

Exercice 4.16 Déterminer la limite de la suite u, = “5=22-. ...

3. Suites arithmético-géométriques

Définition 4.4 On appelle suite arithmético-géométrique une suite récurrente de la forme

Up4+1 = AU, + b

L’étude d’'une telle suite se fait en respectant un ”plan d’étude”, que nous allons découvrir sur un exemple :
Soit la suite définie par up = 1 et pour tout n : u,1 = 0.5u, + 2 (F)

1. On cherche un "point fixe”*, c’est-a-dire un réel o qui vérifie la formule (F) dans laquelle on aurait
remplacé a la fois u,4+1 et u, par a.
Ecrire la formule (F) en effectuant ces "remplacements” : ..................cooooiiiiiiiieii .,
Résoudre I’équation d’inconnue « ainsi obtenue :

2. On va définir une suite auxiliaire (v, ) en posant, pour tout n € N, v,, = u,, — . Quelle suite (vy,)
obtient-on dans notre exemple ?
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3. Démontrer, en étudiant le rapport ”Zﬂ, que la suite (v,,) est géométrique :

*La notion de point fixe est explicitée dans le cours de spécialité maths de Terminale, Ch06, Continuité et
applications, paragraphe 3.

Exercice 4.17 Une grande université accueillait 27 500 étudiants en septembre 2019. La capacité d’accueil
de ce campus ne peut excéder 33 000 étudiants.

D’aprés une étude statistique, chaque année, 156 étudiants démissionnent en cours d’année universitaire. De
plus, chaque année, les effectifs sont en augmentation de 4% par rapport a 'année précédente. Pour n € N,
on note u,, le nombre d’étudiants estimé durant 'année 2019 + n : ug représente la population universitaire en
2019, u; la population en 2020, etc...

Justifier qu’il s’agit d’'une suite arithmético-géométrique, étudiez-la, et déterminez I'année a partir de laquelle
la capacité maximale de 33 000 étudiants sera dépassée.
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Exercice 4.18 Le 1er janvier 2013, I'entreprise compte 1500 employés. 10% par an partent a la retraite, et
100 personnes par an sont embauchés. On note u,, le nombre d’employés pendant I'année 2013 + n.
Etudier (uy,), et dire a partir de quelle année I'entreprise aura moins de 1200 employés.

Exercice 4.19 La population d’un pays a un taux d’accroissement annuel de 14 pour mille. (augmentation de
14/1000). Et chaque année, 12000 personnes arrivent et 5000 partent. En 2010, la population est de 75
millions. On note P, la population en 2010 + n.

Etudier (P,). Au bout de combien d’années la population aura-t-elle doublé ?
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